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SERIES DE FOURIER: UNA
RELACION FRATERNAL ENTRE EL
ANALISIS MATEMATICO Y LA
FISICA

Antonio Canada Villar

A mi querida mujer Ery
y a nuestros queridos hijos Diego y Julia

1. Preliminar

Excelentisimo Senor Presidente de la Academia de Cien-
cias Matematicas, Fisico-Quimicas y Naturales de Gra-
nada, Ilustrisimos Académicos, queridos amigos, qui-
siera empezar este discurso agradeciendo a esta Acade-
mia el haberme nombrado miembro de la misma. Aun-
que considero que esto constituye para mi un honor
inmerecido, espero corresponder desempenando de ma-
nera satisfactoria las obligaciones que se corresponden
con el cargo. Ilusiéon y ganas no me van a faltar.

Para mi no es una frase mas lo del “honor inmere-
cido”. En efecto, cuando comencé a escribir este dis-
curso, inmediatamente me acordé de aquél muchacho
adolescente que estudio en el Instituto de Bachillerato
de Torredonjimeno, provincia de Jaén, tierra de olivos

(y por tanto de buen aceite, buenas neuronas y bajo
1



2 Antonio Canada Villar

colesterol), y al que ya por entonces y fuertemente in-
fluenciado por sus profesores, empezaban a gustarle las
matemdticas. Uno de mis suenos era ser algin dia pro-
fesor. Los suenos de los jovenes son los mas bonitos y
utopicos, y yo en aquella época sonaba con poder de-
dicarme a la ensenanza. Este sueno lo he cumplido so-
bradamente, gracias en buena medida a los estupendos
profesores que tuve en la Universidad de Granada y a
aquel plan de estudios tan bueno que cursé durante los
anos 1974 a 1979. Aunque parezca mentira, se dedica-
ban cursos completos (no cuatrimestres, por supuesto)
a las disciplinas basicas de la matematica y esto se noto
sin ningin género de duda en nuestra formacién. Las sa-
tisfacciones que me ha proporcionado y proporciona mi
actividad docente hacen que la recomiende vivamente a
los jovenes de hoy en dia, a pesar de los tiempos que
corren.

Si la ensenanza de la matemaética ha hecho que real-
mente viva muchos momentos de felicidad, no han sido
menos aquellos de auténtica euforia derivados de mi ac-
tividad investigadora. La légica y el rigor de la ma-
tematica me atrajeron desde el principio, pero lo que es
el placer sentido en la creacién matematica no llegué a
experimentarlo hasta que me inicié en la investigacion
alld por 1979. La satisfaccion de descubrir nuevas co-
sas (aunque sean intrascendentes), y més aun, el placer
de buscar, aunque no encuentres nada, es muy reconfor-
tante para los cientificos. Ademas, la investigacion ma-
tematica te facilita conocer a personas de otros paises,
otras culturas, otras religiones... con lo que esto signi-
fica de enriquecimiento personal. Creo sinceramente que
los que nos dedicamos a la docencia y a la investigacién
somos unos privilegiados y tenemos que transmitir estos
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sentimientos a los jévenes de hoy en dia, tan necesitados
de valores en los que creer.

Cuando terminé el bachillerato mi gran duda era si
estudiar matematicas o fisica, mi segundo gran amor
cientifico. Ahora, con 50 anos cumplidos he resuelto esta
duda: lo mejor es estudiar y ensenar series de Fourier,
que atnan a la perfecciéon ambas disciplinas.

THEORIE ANALYTIQUE
o

LA CHALEUR

J.Fourier (1768-1830)

Las series de Fourier nacieron en la fisica pero crecie-
ron en el andlisis matematico. Las palabras siguientes,
del prélogo del célebre libro de Fourier “Théorie Analy-
tique de la Chaleur”, publicado en francés en 1822, son
de hecho una alabanza al analisis matemaético:

“El andlisis matemdtico es tan extenso como la natura-
leza misma; define todas las relaciones sensibles, mide
el tiempo, los espacios, las fuerzas, las temperaturas; su
atributo principal es la claridad; no tiene en absoluto
signos para expresar nociones confusas. Relaciona los
fenomenos mas diversos y descubre las analogias secre-
tas que los une. Si la materia se nos evade, por su ex-
trema tenuidad, como la del aire y de la luz, si los cuer-
pos estan situados lejos de nosotros, en la inmensidad
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del espacio, si el hombre quiere conocer el espectaculo
de los cielos en épocas sucesivas que un gran numero
de siglos separa, si las acciones de la gravedad vy del ca-
lor se ejercen en el interior del globo sélido a profun-
didades que nos seran siempre inaccesibles, el andlisis
matemdtico puede, con todo, dominar las leyes de es-
tos fenomenos. FEl nos los hace presentes y parece ser
una facultad de la razon humana destinada a suplir la
brevedad de la vida y la imperfeccion de los sentidos”.

Como hemos tenido oportunidad de apreciar, Fourier
pone de manifiesto la brevedad de la vida y, respecto
de mi discurso, estoy todavia en la parte preliminar.
iNo se preocupen! De todas formas, prometo no ex-
tenderme demasiado, entre otras razones porque ya no
estd uno para muchos trotes. La reflexion siguiente del
gran poeta espanol Luis Cernuda completa la reflexion
de Fourier:

“Llega un momento en la vida cuando el tiempo nos al-
canza. (No sé si expreso esto bien). Quiero decir que
a partir de tal edad nos vemos sujetos al tiempo y obli-
gados a contar con €l, como si alguna colérica vision
con espada centelleante nos arrojara del paraiso primero,
donde todo hombre una vez ha vivido libre del aguijon de
la muerte”.

Procuremos no ponernos tan trascendentes y poner los
pies en el suelo, aunque no tanto, debido al problema que
describimos a continuacion: “el problema de la cuerda
vibrante”.
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2. La cuerda vibrante

El calculo infinitesimal fue el mayor logro de la ma-
tematica en el siglo XVII. En el siglo XVIII se desarro-
llaron muchas ramas del analisis relacionadas con ello:
ecuaciones diferenciales, geometria diferencial, calculo
de variaciones, etc. y esto permitié el estudio de mu-
chos problemas que surgieron en fisica y otras ciencias;
tantos que las siguientes palabras de Berkeley son muy
significativas:

“Y asi pasa que los matemdticos de este tiempo actian
como hombres de Cliencia, empleando mucho mds es-
fuerzo en aplicar sus principios que en comprenderlos”.
Precisamente uno de los tipos de problemas mas in-
teresantes del que se ocuparon los cientificos del siglo
XVIIT estuvo relacionado con el tema de las vibraciones.
Partiendo de una situacion inicial determinada y supo-
niendo que un conjunto de fuerzas, también determi-
nado, actian, ;como vibran una cuerda, una membrana,
etc.? Por ejemplo, si una cuerda flexible se estira hasta
quedar tensa, estando sus extremos fijos en dos puntos
distintos del eje de abscisas, y desde un punto determi-
nado de la cuerda se tira de la misma y se suelta, jcual
es el movimiento descrito por la cuerda?, ;qué forma
adopta la misma para valores positivos del tiempo? Este
tipo de problemas fue ya estudiado por Taylor, alrede-
dor de 1714 ([12], [42]), quien lleg6 a la conclusién de
que para vibraciones pequenas la aceleracion normal es
proporcional a la curvatura. Esto son leyes de la fisica.
Los matematicos necesitamos papel y tener algo escrito
para sentirnos en nuestra casa, para visualizar el pro-
blema. Si no, estamos perdidos. A este respecto, viene
muy bien la historia que en el capitulo 0 de su libro “El
rincon de la pizarra” detalld nuestro entranable maestro
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Miguel de Guzman, fallecido prematuramente en Ma-
drid en 2004 ([33]):

“Se encontraba Norbert Wiener ante su clase en el Mas-
sachusetts Institute of Technology en medio del desarro-
llo de una complicada demostracion. La pizarra estaba
llena a rebosar de intrincadas formulas. De pronto se
atasco, se quedo mirando fijamente a la ultima formula
y parecio convertirse en estatua por un buen rato. To-
dos pensaban, conteniendo el aliento, que estaba en un
callejon sin salida. Pero Wiener, sin decir una sola pa-
labra, se dirigio al rincon de la pizarra, donde habia
todavia un pequeno espacio libre, y trazo unas pocas fi-
guras que nadie pudo ver pues quedaban ocultas por su
propia espalda. De pronto se le ilumino el rostro. Sin
decir ni una sola palabra borrd sus figuras misteriosas y
volvio al punto en que se habia atascado para continuar
ya impecablemente y sin problema alguno hasta el final”.

Volviendo a nuestro tema, D’Alembert y Euler, alre-
dedor de 1747 ([42], [13], [32]) escribieron en términos
matematicos el problema citado usando ecuaciones di-
ferenciales en derivadas parciales (jqué seria de la fisica
sin las ecuaciones diferenciales? y ;qué seria de las ecua-
ciones diferenciales sin la fisica?) En su versiéon més
sencilla, D’Alembert y Euler demostraron (jalguien pen-
saba que no ibamos a hablar de demostraciones en este
discurso?) que si la funcién wu(z,t) representa el des-
plazamiento vertical de la cuerda, en la coordenada x
(suponemos 0 < = < 7 por simplicidad) y el tiempo ¢,
entonces, si la posicion inicial de la cuerda viene dada
por una funcién f y la velocidad inicial de la cuerda es
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cero, la funcién u satisface
OPu(x,t)  u(z,t)
o2 Ox?

,O0<z<mt>0

(2.1)
u(z,0) = f(z), u(z,0) =0, 0<zx <7
u(0,t) = u(m,t) =0,t >0

Aqui aparece la llamada ecuacién de ondas, que refleja
matematicamente la ley enunciada por Taylor, y que es
de gran importancia en muchos otros fenémenos fisicos.
Ambos matematicos, D’Alembert y Euler, encontraron
ademés la férmula para la tnica solucién de (2.1) como
superposicién de dos ondas (construidas a partir de la
posicién inicial de la cuerda), que se desplazan respecti-
vamente a la derecha e izquierda con velocidad constante
([16], [42]).

Otra manera de obtener la solucién del problema (2.1),
completamente distinta (al menos a primera vista), fue
propuesta por Daniel Bernoulli en 1753. La idea clave es
obtener la solucién de (2.1) como superposicién de ondas
mas sencillas que las que aparecen en el método de pro-
pagacion de las ondas, usado por D’Alembert y Euler.
Mas concretamente, Daniel Bernoulli propuso ondas es-
peciales definidas a partir de funciones trigonométricas
de la forma

(2.2) up(x,t) = sen(nx) cos(nt), ¥ n € IN,

donde IN es el conjunto de los niimeros naturales. Para
cada tiempo t fijo, la anterior funcién es un multiplo de
la funcién sen(nz), que se anula exactamente en n — 1
puntos del intervalo (0, 7). Asi, si pudiésemos observar
la vibracion de la cuerda correspondiente a las ondas
Uy, tendriamos n — 1 puntos, llamados nodos, en los que
la cuerda se mantendria constantemente fija en el eje
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de abscisas (como en los extremos del intervalo [0, 7]).
Entre dichos nodos, la cuerda oscilaria de acuerdo con
(2.2).

.,Cémo concibi6 Bernoulli esta idea?” Parece ser que
se basd en sus conocimientos musicales: el sonido que
emite una cuerda vibrante es, en general, superposicién
de armonicos, es decir, superposicion de funciones de la
forma uy,(z,t). Tales funciones representan paran = 1 el
tono fundamental y para n > 1 sus armonicos, y desde el
punto de vista musical se corresponden con los tonos pu-
ros. Asi, Bernoulli afirmé que cualquier sonido que pro-
dujese la vibracion de la cuerda debe ser superposicion
de tonos puros. Desde el punto de vista matematico,
ello significa que la solucién de (2.1) debe representarse
como una superposicién infinita de la forma:

(2.3) u(z,t) = Z fnsen(nx) cos(nt),

donde los coeficientes f,, han de elegirse adecuadamente
para que se satisfagan todas las relaciones de (2.1). Si
la solucién propuesta por Bernoulli fuese correcta, ello
implicaria que la posicién inicial de la cuerda debe ser,
a su vez, una superposicion infinita del tipo

(2.4) f(z) = Z fnsen(nzx), ¥ x € [0, ],

para una adecuada eleccion de los coeficientes f,,. Ahora
bien, jquiénes son los coeficientes f,,? Bernoulli no fue
capaz de dar una respuesta general a esta cuestién (més
bien se concentrd en el estudio de series especiales de

sennx
la forma Z - ). Respecto del método que usé para
n

solucionar (2.1), recibié duras contestaciones por parte
de D’Alembert y Euler, quienes no admitian que una
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funcion inicial f, mas o menos arbitraria, pudiera re-
presentarse en la forma (2.4). Representativo de la dis-
cusién entre los matematicos citados puede ser el articulo
de D’Alembert titulado “Fondamental’ contenido en el
volumen séptimo de la famosa “Encyclopédie”. Puede
consultarse, ademas, la referencia [36]. La controversia
se prolongd durante afnos.

3. La propagacion del calor: aportaciones de Fou-
rier y las series armonicas de Euler

Parece ser que las ideas de Bernoulli fueron fuente de ins-
piracién para Jean Baptiste-Joseph Fourier, matematico
y fisico francés, nacido en 1768 y muerto en 1830. Fou-
rier, profesor de analisis de la Escuela Politécnica, se
intereso entre otras cosas, por la teoria de la conduccién
del calor en los cuerpos sélidos. ;Como se propaga el
calor? Si el cuerpo que estamos considerando esta com-
pletamente aislado, ;tendera a hacerse uniforme? Si su
frontera la mantenemos a cero grados centigrados, ;ten-
dera el calor uniformemente a cero?

Fourier fue un hombre polifacético (véanse [31], [35] y
[39] para profundizar en aspectos personales de su vida).
Acompané a Napoleon, en calidad de cientifico, en la
campana de éste a Egipto. Alli, como secretario del Ins-
tituto de Egipto, hizo gala de una gran competencia en
diversos asuntos administrativos. Al regresar a Francia,
y como profesor de andlisis de la Escuela Politécnica,
Fourier se interesé por la teoria de la conduccién del ca-
lor. (Siempre me he preguntado cémo es posible tener
tiempo para todo). En 1807 envié una memoria a la
Academia de Ciencias de Paris, que trataba sobre di-
cho tema (“Mémoire sur la propagation de la chaleur
dans les corps solides”). En su versién unidimensional,
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Fourier consideré una varilla delgada de longitud dada,
cuyos extremos se mantienen a 0° centigrados y cuya
superficie lateral esta aislada. Si la distribucién inicial
de temperatura en la varilla viene dada por una funcién
f(x) (se supone que la temperatura de la varilla en cada
seccion transversal de la misma es constante), jcudl serd
la temperatura de cualquier punto x de la varilla en el
tiempo ¢t € (0,7)? Fourier fue capaz de escribir el pro-
blema usando ecuaciones en derivadas parciales, obte-
niendo las relaciones:

QPu(x,t)  Ou(x,t)
or: Ot

L 0<z<m 0<t<T,

(3.1) w(0,4) = u(m,t) =0, 0< t <T,

u(z,0) = f(z), 0 <z <.

Aqui aparece la célebre ecuacion del calor, de interés en
otros muchos problemas de la fisica (algunos fisicos la
llaman ecuaciéon de Fourier). Como Bernoulli, Fourier
afirmé que la temperatura solucién de (3.1) esta dada
como superposicién infinita de temperaturas sencillas.
Mas concretamente propuso que la funcion u viene dada
por la serie

(3.2) u(z,t) = i fn exp(—n?t)sen(nx),
donde

(3.3) fo= 2 /7r f(z)sen(nzx) dx, ¥ n € IN.
T Jo

Sin duda, el hecho de haber alcanzado la férmula ante-
rior para los coeficientes f,, es una de las contribuciones
fundamentales de Fourier, y marca una diferencia sig-
nificativa respecto del trabajo previo de Bernoulli sobre
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este tema. No obstante, la memoria de Fourier fue es-
tudiada por Lagrange, Laplace y Legendre y fue muy
criticada por los miembros de la Academia Francesa,
siendo su principal objecion la falta de rigor. A pesar de
ello, los miembros de tan prestigiosa institucién estaban
convencidos de la importancia que tenian los problemas
relacionados con la propagacién del calor y, los resul-
tados teodricos presentados por Fourier tenian una gran
concordancia con diversos experimentos llevados a cabo
previamente. Por este motivo, convocaron un premio
sobre el tema. Dicho premio fue otorgado a Fourier en
1811, por su memoria revisada “Théorie du mouvement
de la chaleur dans les corps solides”. A pesar de ello, los
miembros de la Academia seguian criticando su falta de
rigor, como se observa en el informe que emitieron ([39])

“Esta obra encierra las verdaderas ecuaciones diferen-
ciales de la transmision de calor, tanto en el interior
de los cuerpos como en su superficie; y la novedad del
tema, junto con su importancia, han decidido a la Clase
a coronar esta obra, observando, sin embargo, que la
manera en la que el autor llega a sus ecuaciones no estd
exenta de dificultades, y que su andlisis para integrarlas
deja aun algo que desear, tanto en lo que respecta a la
generalidad como incluso del lado del rigor”.

Por este motivo, Fourier no consigui6 el propédsito de
publicar su trabajo en la célebre serie “Mémoires” de la
Academia Francesa. Fourier publicé por su cuenta su
famoso libro Théorie Analytique de la Chaleur, en 1.822
en Paris ([26]), donde incorpor6 parte de su articulo de
1812 practicamente sin cambio. El libro fue calificado
por el fisico Arnold Sommerfeld, en 1949, como “Biblia
de la Fisica Matematica” ([24]). Muy indicativo de la
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misma idea es la biografia sobre Fourier, de Dhombres
y Robert, publicada en 1998 y que lleva por titulo: Fou-
rier, Créateur de la physique-mathématique ([22]).

El libro de Fourier es actualmente una obra clasica,
aunque segin Kahane, Fourier era sin duda, “demasiado
matemdtico para ser un verdadero fisico y demasiado
fisico para ser un verdadero matemdtico” (véase [39]).
Dos anos mas tarde de publicar su libro, Fourier consi-
guié el cargo de Secretario de la Academia Francesa. No
obstante, Fourier no fue suficientemente considerado por
la sociedad francesa después de su muerte. Por ejem-
plo, Victor Hugo en el libro tercero de su obra “Les
Misérables”, publicada en 1862 escribe

“Habia en la Academia de Ciencias un Fourier célebre
a quien la posteridad ha olvidado y en no se qué desvdn
un Fourier oscuro de quien el futuro se acordard”.

Segun J.P. Kahane, profesor de la Université Paris-Sud
Orsay y que ha hecho contribuciones importantes en el
tema de series de Fourier, el “Fourier oscuro” es Charles
Fourier (1772-1837), el falansteriano, filésofo y fundador
de la Escuela Societaria.

Leyendo el libro original de Fourier, no es de extranar
la reaccién de los miembros de la Academia Francesa.
Invitado en el ano 2006 por la Sociedad Espanola de
Matematica Aplicada SEMA, para escribir un articulo
de caracter histérico, tuve la oportunidad de estudiar
algunas de las ideas originales de Fourier contenidas en
los parrafos 207 a 223, de la seccién VI, de una versién
inglesa de 1878 del libro citado ([27]). Esto se plasmé
en el articulo [16]. En mi opinién, en los razonamientos
de Fourier hay de todo: una parte que puede calificarse
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de obrera, en el sentido de que es calculo y mas célculo
sin ideas significativas. Otras deducciones son ingenio-
sas y otras son simplemente audaces. Como es ldgico,
se apoy0 en diversos descubrimientos previos obtenidos
por otros autores (Bernoulli, Taylor, Euler, etc.). El
mismo Lebesgue comenta ([24]) que aunque el método
empleado por Fourier no es riguroso, es interesante so-
bre todo por la ingeniosidad de las transformaciones que
lleva a cabo. Merece la pena comentar a continuacién
algunas de ellas.

En su intento de hallar la férmula de los coeficientes
(3.3), Fourier se encontrd (véanse [16], [27] y [42] para
los detalles) con series de la forma

[e.e]

1
(3.4) 5

donde p es un nimero natural dado, mayor que uno. Si
p = 2, tenemos la suma

[e.9]

1
n?
n=1

que constituyé el llamado problema de Basilea (véase
23] para los detalles): jcudnto vale la suma anterior? Lo
habian intentado sin éxito, entre otros, Mengoli, Leib-
niz y Jakob Bernoulli. En particular éste ultimo es-
cribié desde Basilea: “Grande sea nuestra gratitud si
alguien encuentra y nos comunica lo que hasta ahora ha
escapado a nuestros esfuerzos”. Euler resolvid brillan-
temente este problema, publicando su solucién en 1734
e incluyendo en un libro de texto de 1748 una demos-
tracién detallada de la misma ([47]).
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Leonhard Euler(1707-1783)

André Weil dedicé estas palabras a Euler: “Ningin
matemdtico alcanzo tal posicion de indiscutible liderazgo
en todas las ramas de las matemdticas, puras y aplica-
das, como la tuvo Euler durante la mayor parte del siglo
XVIII”. Sin duda alguna Euler se situé a la altura de
Arquimedes, Newton y Gauss por sus descubrimientos
en fisica tedrica y sus aportaciones en matematica pura
y aplicada.

Sobre la solucion del problema de Basilea, Euler es-

cribié:
“Sin embargo, he encontrado ahora y contra todo pronds-
tico una expresion elegante para la suma de la serie 1+
%—i—%—i—%—l—..., que depende de la cuadratura del circulo...
He encontrado que seis veces la suma de esta serie es
wqual al cuadrado de la longitud de la circunferencia de
un circulo cuyo didmetro es 17.

Han escuchado ustedes bien: la suma de la serie an-
terior es %2.

.. Como es posible que aparezca el nimero m aqui? Es-
tamos intentando sumar los inversos de los cuadrados
de los nimeros naturales y ... aparece el nimero 7. El
ingenio de Euler no es infinito, pero casi. Las ideas prin-
cipales de Euler se describen a continuacién (véase [47]
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para aquellos aspectos que hoy en dia puedan parecer
POCO rigurosos).

Como hemos mencionado con anterioridad, era conocido
(desarrollo de Taylor, jqué harfan los mateméticos ex-
cepcionales sin los que les precedieron?) que

OO L l’2k+1
Senl':Z(—l) m, VrelR
k=0

de donde se obtiene, para cualquier x que no sea cero,
2%

SeNT o x
= B L
x kz:;( ) (2k+1)!

La parte derecha de la expresién anterior era para Eu-
ler un “polinomio de grado infinito”, cuyos ceros por la
expresion anterior son los mismos que los de la funcién
senz, salvo x = 0, es decir, el conjunto de niimeros reales
{km, k € Z\ {0}}. Por tanto, este polinomio infinito se
puede factorizar de la forma siguiente

(3.5)
£Ij‘2k o0 " .
SV g = (- ) (1 - _—m) _

= Hk:l (1 - k2ﬂ'2>

Hay veces en las que merece la pena poner las férmulas
de manera desarrollada para apreciar su belleza, evi-
tando sumas y productos infinitos. Por ejemplo, la formula
anterior queda de la forma siguiente:
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Igualando el coeficiente de la potencia z2, Euler obtuvo

— =
—~n 6
(tengo que reconocer que la primera vez que vi esta de-
mostracién en [23] me quedé maravillado de su sencillez
y belleza).
Euler estudi6é ademaés el valor de la serie
o0

(3.6) > %

n=1

para diferentes valores de k. Por ejemplo, probd que

o 1 | 6
Eo i =50 26~ oas

o 1 2%76977927n%
o Lt 27!

Ademads encontré una relacién clara (para k € IN arbi-
trario) entre la suma (3.6) y los llamados ntimeros de
Bernoulli, que no son sino los coeficientes del desarrollo

(o]
T B, x™

e* —1 n!
=0

De hecho, para cualquier natural £ se tiene

Z%: 1)E1((2m)2*/2(2)) B

n=1

donde By, denota el nimero de Bernoulli de orden 2k.
Como estos ntimeros son racionales, se deduce inmedia-

tamente que la suma (3.6) es irracional para cualquier
valor de k£ € IN.
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El caso de la suma de las series del tipo

o0

(3.7) PP

n=1

con k£ un numero natural sigue siendo un misterio; uno
mas, de los muchos que rodean a la funcion zeta de Rie-
mann (véase [5], discurso de ingreso de J.L. Bueso en
esta academia en el ano 2005). En 1979, Roger Apéry
([8]; véanse también [20] y [49]) demostré que cuando
k = 1, la suma es un ndmero irracional, pero ain no
se tiene un resultado similar para valores mayores de k,
aunque también se sabe que el conjunto de los valores de
k para los que (3.7) es irracional, es un conjunto infinito

([25]).

Regresando a nuestra “excursién” por los razonamientos
originales de Fourier, merece la pena que destaquemos
el paso donde Fourier “deriva respecto de 7.” También
han escuchado ustedes bien: Fourier derivé respecto de
m. ;Como es esto? Sabemos derivar unas variables res-
pecto de otras variables, pero ;jderivar respecto de una
constante? Evidentemente esto también puede califi-
carse de audaz, aunque en este caso opino que el adje-
tivo audaz es poco. Pongamos de manifiesto muy bre-
vemente lo que hizo Fourier. Por claridad en el discurso
nos concentramos solo en el primer coeficiente. Usando
las sumas de las series mencionadas con anterioridad,
Fourier encontro que

(38) fi= 231 ).

n=0
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En este punto consideré que f; era una funcién de 7 y
si denotamos por s(m) a la funcién

o0

s(m) =Y (=1 (m)

n=0

entonces, derivando dos veces respecto de 7 se obtiene

(3.9) §"(m) + s(m) = f(n)

una ecuacion diferencial de segundo orden que se sabia
resolver en aquella época. Resolviéndola Fourier en-
contrd para el primer coeficiente

(3.10) /f x)senz dx

y la férmula general (3.3).

Alcanzada la férmula (3.3) Fourier hace una (jotra?)
afirmacién sorprendente. Dice més o menos lo siguiente:
“Hasta ahora hemos supuesto que la funcion f puede
desarrollarse en serie de potencias de la variable x. No
obstante, podemos hacer que el resultado previo sea vdlido
para funciones cualesquiera enteramente arbitrarias, in-
cluso discontinuas. Para establecer la veracidad de esta
afirmacion es preciso que examinemos con detalle la na-
turaleza de los coeficientes de sen x, sen 2x,... en el
desarrollo (2.4)”.

En realidad, lo que esta diciendo Fourier con esta afir-
macién es que los coeficientes (2.4) son areas definidas.
Hace algunos dibujos en su libro a este respecto.

Como hemos expuesto con anterioridad, no es de ex-
tranar la reaccién de los miembros de la Academia Fran-
cesa ante el contenido del trabajo de Fourier. El tiempo
ha dado la razén a Fourier, no a la Academia y casi
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un siglo después, en 1902, Lebesgue probd en su te-
sis doctoral “Intégrale, longueur, aire” que las conclu-
siones (no los razonamientos) de Fourier son correctos
(al menos para funciones de cuadrado integrable). De
hecho, en la actualidad, la teoria de series de Fourier
puede presentarse usando los conceptos y métodos del
analisis funcional, la disciplina matematica por excelen-
cia del siglo XX (aunque nos parezca mentira a algunos,
se puede decir también del siglo pasado). Mds concre-
tamente, la teoria de series de Fourier estd intimamente
relacionada con la integral de Lebesgue, los espacios de
Hilbert (extensién a dimension infinita de la nocién de
espacio euclideo finito dimensional IR"™) y los operadores
compactos y autoadjuntos (extension, a dimensién infi-
nita, de los endomorfismos de IR" definidos por matri-
ces simétricas). Fue Hilbert quien identific una funcién
dada f, de cuadrado integrable, con sus coeficientes de
Fourier {f,, n € IN}. Estos coeficientes satisfacen la
o

condicién Z |fa|? < +o0. Hilbert introdujo ademds el
n=1
espacio [? de sucesiones de ntimeros reales {a,}, tales

(0@

que la serie g lan|? es convergente. Posteriormente,
n=1

Riesz y Fischer demostraron la existencia de una apli-

cacion biyectiva entre el conjunto de las funciones de
cuadrado integrable L?*(a,b) (para a y b finitos) y el
conjunto [? (a cada funcién se le hace corresponder sus
coeficientes de Fourier). De esta manera, una funcién de
cuadrado integrable puede ser considerada como un ele-
mento con infinitas coordenadas (sus coeficientes de Fou-
rier) en un espacio de dimensién infinita (ver [42]). Pen-
semos esto un momento porque, en mi opinion, es uno de
los descubrimientos fundamentales de la matematica de



20 Antonio Canada Villar

principios del siglo XX. Una funcién no viene dada nece-
sariamente por las imégenes de los elementos originales;
en realidad es un punto en un espacio de dimensién infi-
nita. Esta abstraccion permite, por una parte, compren-
der mejor los métodos de Fourier; por otra, se consigue,
sin apenas esfuerzo, una gran generalidad.

4. Algunos temas relacionados con series de Fou-
rier

Puede dar la impresién de que el tema de las series de
Fourier “fue muy interesante”. Nada maés lejos de la
realidad, pues este tema “es muy interesante”. Las ideas
expuestas por Fourier en su libro plantearon de manera
inmediata innumerables interrogantes y han originado,
a lo largo de dos siglos, gran cantidad de investigacién
matematica. De hecho, las series de Fourier nos permi-
ten llegar hasta las fronteras de la investigacién actual.
Ya saben ustedes que una vez que un matematico se in-
teresa por un problema, le da exactamente igual su ori-
gen y sus posibles aplicaciones (por algo es matemadtico
y no fisico, faltarfa més). De hecho parece mentira que
nos interesen algunas cuestiones tan abstractas, pero ya
ven, esto es lo normal en matematicas, gracias a Dios.
La siguiente reflexion viene como anillo al dedo:

“La creacion matemdatica se ha descrito algunas veces
asi: las matemdticas dicen A, escriben B, quieren decir
C, pero lo que significan es D. Y de hecho, D es una idea
espléndida que emerge al poner orden en la confusion”.

Teorias de integracion de Cauchy, Riemann y Le-
besgue.

El mismo Fourier dice en su libro que la férmula (3.3)
es un resultado destacable, puesto que la funcién con-
siderada puede ser enteramente arbitraria, siempre que
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(3.3) se pueda calcular. Precisamente el intentar dar
sentido a los llamados coeficientes de Fourier ha mo-
tivado de manera significativa los diferentes conceptos
de integral (véase [42] para fechas histéricas concretas).
En efecto, para el caso en que f es una funcién conti-
nua, Cauchy introdujo lo que hoy en dia se conoce con
el nombre de sumas de Riemann, es decir sumas de la
forma

(4.1) Z f(&) (@i — miq)

donde o =0 < xy < ... < x, = 7 es cualquier particién
del intervalo [0, 7] v x;-1 < & < x;, 1 <@ < n. Aun-
que de manera no totalmente rigurosa (pues no expuso
explicitamente el concepto de continuidad uniforme),
Cauchy demostr6 que si f es continua en [0,7] y el
maximo de las longitudes de todos los subintervalos de
la particion considerada tiende a cero, entonces las an-
teriores sumas convergen a un limite llamado la integral
de la funcion.

Cauchy (1789-1857)  Riemann (1826-1866)
Lebesgue (1875-1941)

Riemann también se interesé por el tema afirmando
que era importante, al menos para los matematicos aun-
que no necesariamente para las aplicaciones fisicas, es-
tablecer las condiciones mas amplias posibles bajo las
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cuales tienen sentido las formulas de los coeficientes de
Fourier. Introdujo asi lo que llamamos hoy en dia inte-
gral de Riemann, cuya idea béasica es por una parte no
asumir necesariamente que f es continua, y por otra
establecer condiciones lo mas generales posibles para
que las sumas (4.1) tengan un tnico limite cuando el
maximo de las longitudes de todos los subintervalos de
la particién considerada tiende a cero. Esto le permitio
integrar funciones con un numero infinito de disconti-
nuidades. No obstante, hubo que esperar a los trabajos
de Lebesgue sobre la medida de un conjunto, para tener
una caracterizacion precisa de las funciones que pueden
integrarse segin Riemann.

De hecho, la que se considera actualmente como in-
tegral definitiva en muchos aspectos, es la introducida
por Lebesgue en 1902 en su tesis doctoral mencionada
con anterioridad: “Intégrale, longueur, aire”. El punto
de partida, respecto de la nocién de integral de Cau-
chy o de Riemann es completamente diferente, pues lo
que se intentaba era medir, de alguna forma, el con-
junto de puntos de discontinuidad de una funcién dada
(véase [7]). La nocién de integral de Lebesgue permitié
probar con gran generalidad muchas conclusiones sobre
series de Fourier que, con anterioridad a Lebesgue eran
conocidas para tipos particulares de funciones (lema de
Riemann-Lebesgue, igualdad de Parseval, criterios de
convergencia puntual, etc.). Ademés, muchos resultados
de la teoria de integracion de Lebesgue se expresan con
una gran simplicidad y claridad respecto de las teorias
de integracién anteriores (teoremas de convergencia, teo-
rema de Fubini, etc.), de tal forma que el conocimiento
de la teoria de la integral de Lebesgue es, hoy en dia,
imprescindible, para poder entender y presentar adecua-
damente la teoria de series de Fourier.
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Funciones continuas no derivables.

Las nociones de continuidad y diferenciabilidad de
una funcién real de variable real estan hoy en dia per-
fectamente establecidas. No obstante, el primitivo con-
cepto de derivada debido a Newton y Leibniz era bas-
tante mas complicado de expresar del que conocemos en
la actualidad. Fue Cauchy ([42]) quien, unificando las
notaciones de Newton y Leibniz, y basado en una de-
finicién anterior de Bolzano de 1817, introdujo en 1823
la definicién que hoy en dia se da en todos los libros de
texto

: - flz+Az) — f(z)
(4.2) f'(z) = lim
Az—0 Ax

Durante bastante tiempo se estuvo convencido de que
cualquier funcién continua debia ser derivable, excepto
posiblemente en conjuntos “aislados” de puntos. Pero,
insistamos, jen cuantos puntos puede una funciéon con-
tinua no ser derivable? La respuesta a esta pregunta
estuvo relacionada desde el principio con la siguiente
cuestién sobre series de Fourier: jen cuantos puntos
puede no converger la serie de Fourier de una funcién
continua dada? De hecho, después de la publicacién en
1822 del libro de Fourier, Dirichlet se ocup6 durante va-
rios anos del problema de la convergencia de las series
de Fourier, dando por primera vez de forma rigurosa en
1829 un conjunto de hipdtesis para garantizar la con-
vergencia de las mismas. Este conjunto de hipdtesis in-
clufa la continuidad. Durante aproximadamente los cin-
cuenta anos siguientes, se pensé que la continuidad de
la funcién deberia ser suficiente para la convergencia de
su serie de Fourier. Sin embargo, algunos matemaéticos
sospechaban que ello no debia ser asi y todo esto mo-
tivé el estudio de funciones “raras” en el sentido de que
tales funciones fuesen continuas, pero no derivables “en



24 Antonio Canada Villar

el maximo nimero de puntos posibles”.

Riemann se encontré también con problemas parecidos
en su trabajo de 1855, escrito para su habilitacién y que
tratd sobre la representabilidad de una funcién en se-
rie trigonométrica. Motivado por este problema, definié
en 1868 una funcién f, integrable en cualquier inter-
valo real finito, pero que tiene un conjunto infinito de
discontinuidades en cualquier intervalo real no trivial.
Ademas, para esta funcion f definida por Riemann, una
integral indefinida cualquiera es continua en cualquier
punto de IR, y sin embargo no es derivable en ningin
punto de discontinuidad de f. Con este procedimiento
Riemann construy6 un ejemplo de funcién continua en
cualquier punto real, pero cumpliendo ademaés la propie-
dad siguiente: en cualquier intervalo real no trivial, hay
un conjunto infinito de puntos donde tal funcién no es
derivable.

Posteriormente, Weierstrass, estudiando el tipo de fun-
ciones que podian representarse o desarrollarse en serie
de Fourier, presenté en 1872 un ejemplo sorprendente a
la Real Academia de Ciencias de Berlin: una funcién
real, de variable real, continua en cualquier punto y
no derivable en ninguno. Concretamente, el ejemplo de
Weierstrass estd dado por la funcion

(4.3) flz) = Z b" cos(a"mx)

donde 0 < b < 1 y a es cualquier entero impar tal que
ab > 1+ (37/2). El resultado de Weierstrass fue gene-
ralizado por diferentes matemaéticos, destacando el re-
sultado de Hardy ([34]) de 1916, quién demostré que se
tiene la misma conclusion suponiendo hipétesis mas ge-
nerales: 0 < b < 1y ab>1 (véase también [9]). Es un
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tema que sigue interesando en la actualidad, pues poste-
riormente se han dado numerosos ejemplos de funciones
continuas no derivables. Algunas de las méds sencillas
pueden verse en [4], [44] y [48], éste dltimo articulo del
ano 2005.

Puede pensarse que el tipo de funciones anteriores es
excepcional. Nada més lejos de la realidad. El anélisis
funcional, la disciplina matemética por excelencia del
siglo XX, permite probar que las anteriores situaciones
son las que “usualmente cabe esperar”. ;Cémo es esto?
La herramienta clave para entenderlo es lo que se co-
noce con el nombre de Teorema de la Categoria de Baire
(Baire, 1899) que comentamos a continuaciéon. Sea X
un espacio de Banach real cualquiera. Si M C X, di-
remos que M es de primera categoria en X, si M es
alguna union numerable de subconjuntos M,, de X tales
que cada M, verifica la propiedad int M, = (), donde
int M,, denota el interior de la clausura de M,, y () indica
el conjunto vacio. Un subconjunto M de X se dice de
segunda categoria en X, si M no es de primera categoria
en X. El Teorema de la Categoria de Baire afirma que
X es de segunda categoria en si mismo.

Consideremos ahora X = C([a,b],R), el espacio de las
funciones reales y continuas, definidas en un intervalo
dado [a,b] de IR, con la norma uniforme. Sea

M={feX:3x€lab): existe f'(x+)}

Banach y Mazurkiewicz probaron en 1931 que el con-
junto M es de primera categoria en X y por tanto X \ M
es de segunda categoria en X. Este resultado es de gran
belleza. No obstante hemos de ser precavidos si habla-
mos de “conjuntos pequenos, conjuntos grandes, etc.”
De hecho no hay ninguna relaciéon entre la nociéon to-
pologica de categoria y la nocién geométrica de medida
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de un conjunto. Usando los conjuntos ternarios de Can-
tor ([7]) no es dificil dar ejemplos de subconjuntos de
IR que son de primera categoria en IR y con medida (de
Lebesgue) positiva. Asimismo existen subconjuntos de
IR de segunda categoria en IR y con medida cero.

En lo que respecta a las series de Fourier de funciones
continuas, Du Bois-Reymond di6 en 1873 un ejemplo de
una funcién continua cuya serie de Fourier no convergia
en un conjunto denso de puntos.

Llegados aqui, la pregunta puede ser: jen cuantos pun-
tos puede no converger la serie de Fourier de una funcién
continua? Hubo que esperar hasta 1966, ano en que
Carleson demostré que se da la convergencia salvo po-
siblemente en un conjunto de medida cero ([18]). Este
resultado puede considerarse como uno de los mas des-
tacados de la matematica del siglo XX. La demostracién
de Carleson es realmente complicada y la referencia [1]
puede ser de gran ayuda para aquellos que tengan in-
terés en entenderla. Por cierto que el Premio Abel 2006
ha sido concedido a Carleson, entre otras cosas por sus
importantes contribuciones al andlisis armonico.

En 1966 también, Kahane y Katznelson probaron que
dado cualquier conjunto A de medida nula existe una
funcién continua cuya serie de Fourier diverge en cada
punto de A ([40]). Estas son las cosas bonitas de la
matematica.

Unicidad de la representacion de una funcion
en serie trigonométrica y teoria de conjuntos de
Cantor.

La teoria de conjuntos de Cantor, base y fundamento
de lo que se conoce con el nombre de mateméatica mo-
derna, estuvo en buena parte motivada por el estudio
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de los puntos de convergencia o divergencia de las se-
ries trigonométricas. Fue este problema lo que llevo a
Cantor a definir algunas de las primeras nociones de
topologia conjuntista, como las de conjunto cerrado y
punto de acumulacién y a introducir, entre otros con-
ceptos, los ordinales transfinitos, creando lo que hoy en
dia se conoce como teoria de conjuntos. Esto no es raro
en matematicas: se comienza investigando un problema
particular, que en principio interesa s6lo a un nimero
muy reducido de matematicos, para terminar demos-
trando resultados de interés general que son ttiles en
muchas otras disciplinas, ademas de la matematica. Por
eso soy un firme defensor de la matematica en toda su
extension, sin esa distincién artificial entre matematica
pura y aplicada.

Volviendo al tema que nos ocupa, cuando Cantor co-
menzé a trabajar en la Universidad de Halle, Heine es-
taba interesado en la cuestion de la unicidad de la repre-
sentacion de una funciéon dada en serie trigonométrica.
Una serie trigonométrica es una serie de funciones de la
forma

(4.4) ap/2 + Z(an cos(nx) + bysen(nx))

n=1

donde a,, b, € IR. Una funcién f : IR — IR se dice que
admite un desarrollo en serie trigonométrica si existe
alguna serie trigonométrica como (4.4) tal que

(4.5)
f(z) =ap/2 + Z(an cos(nx) + bysen(nx)), V x € R.

n=1

Por ejemplo, sabemos que esto es asi si f es 2mr—periddica
y de clase C' ([14], [44]). En este caso, los coeficientes
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a, v b, son los coeficientes de Fourier definidos como

1 2T 1 2T
ap = — f(t) cos(nt) dt, b, = — f(t)sen(nt) dt

™ Jo ™ Jo

El problema que Heine planteé en 1869 a Cantor (cuando
éste tltimo tenia 24 anos de edad) fue: jes el desarrollo
en serie trigonométrica tnico? Es decir, si

f(x) =ap/2 + Z(an cos(nzx) + bysen(nx)) =

n=1
=a)/2+ z:(a;I cos(nz) + by sen(nz)), V z € R,
n=1
ies verdad que ay = af, a, = a,, b, = b, Vn €

IN? Este problema no era facil y antes habian intentado
resolverlo, sin éxito, el mismo Heine, Dirichlet, Lipschitz
y Riemann, entre otros. Es claro que el problema es
equivalente al siguiente: si

(4.6) 0= a0/2+i(an cos(nx)+bysen(nx)), vz € IR,

n=1

ses verdad que ap =0, a, =0, b, =0, Vn e IN?

Cantor prob6 en 1870 que ello era asi y que incluso,
se puede renunciar a la convergencia de la serie (4.6) en
un conjunto finito de puntos. Como Cantor tenia ma-
dera de auténtico matematico, la pregunta que se hizo
a continuacién era obvia: jen cuantos puntos podemos
renunciar a la convergencia de la serie (4.6) y sin em-
bargo seguir teniendo el mismo resultado de unicidad?
Segiin mis conocimientos, este problema sigue sin re-
solverse hoy en dia en toda su generalidad, a pesar de
que se han realizado numerosos progresos sobre ello. A
continuaciéon comentamos algunos.
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En 1871 Cantor demostrd que el conjunto de puntos
excepcionales, es decir, aquellos donde no se tiene nece-
sariamente convergencia de la serie trigonométrica (4.6),
puede estar formado por infinitos elementos, siempre que
tal conjunto sea “de orden finito”. ;Cémo definié Can-
tor el orden de un conjunto? De la siguiente manera:
dado cualquier subconjunto £ de ntimeros reales, Can-
tor introdujo el concepto de punto de acumulacion de E,
tal y como se entiende hoy en dia. Al conjunto de todos
los puntos de acumulacion, conjunto derivado de E, lo
noté por E’. Andlogamente puede definirse el segundo
conjunto derivado de E, E”, como el conjunto derivado
de E', y asi sucesivamente. Claramente se tienen las in-
clusiones ...E” C E” C E’. Entonces, un conjunto es de
orden finito si algin derivado suyo es finito. También
Cantor definié los conjuntos cerrados como aquellos que
contienen a su derivado. Es claro que la curiosidad de
Cantor le iba a empujar a profundizar més en el tema y
se pregunté: ;jqué subconjuntos de nimeros reales son
aquellos para los que algun derivado suyo es finito? En
este sentido, Cantor demostré un resultado que merece
destacarse por su belleza: un conjunto de orden finito
es o finito o puede ponerse en correspondencia biyectiva
con el conjunto IN de los ntimeros naturales. A estos
ultimos conjuntos les dié el nombre de infinitos nume-
rables. La primera vez que supe que la nociéon de nu-
merabilidad de un conjunto se introdujo por problemas
derivados de la teoria de series de Fourier, me llevé una
gran sorpresa. Con anterioridad nada me hacia pen-
sar que ambos temas pudieran estar tan intimamente
relacionados. Este es el motivo por el que soy un con-
vencido defensor de introducir la historia de las ideas
matematicas en la ensenanza, al menos en la ensenanza
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universitaria. No creo que haya mejor motivacion para
los alumnos.

Cantor (1845-1918)  Heine (1821-1881)

Cantor se interesé a continuacion por la existencia de
subconjuntos de niimeros reales infinitos no numerables.
También han escuchado ustedes bien, pues previamente
a Cantor no se podian plantear esta cuestién. Cantor
probo que el conjunto de los niimeros reales es no nume-
rable, continuando después con el estudio de subconjun-
tos del espacio IR", probando en particular que “la recta
real y el plano real tienen el mismo nimero de puntos”.
Sobre este ltimo resultado el mismo Cantor comentd:
“st mo lo hubiera demostrado, no me lo creeria”.
Posteriormente se ha demostrado que cualquier conjunto
numerable es valido también como conjunto de puntos
excepcionales donde puede fallar la convergencia de la
serie trigonométrica (4.6) y seguir teniendo la represen-
tacion unica (Bernstein, 1908 y Young, 1909). También
se han dado ejemplos de conjuntos excepcionales no nu-
merables. Finalmente, se ha demostrado que cualquier
conjunto de puntos excepcional (en el sentido definido
anteriormente) ha de ser de medida cero, pero existen
conjuntos de medida cero que no son excepcionales. En
fin, un verdadero galimatias. Realmente, este tema, que
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ha interesado a los matematicos desde hace mas de 135
anos, plantea numerosos problemas abiertos en la ac-
tualidad ([2], [19]) y estd relacionado con muchas otras
areas del analisis clasico, teoria de la medida, analisis
funcional, teoria de niimeros, teoria de conjuntos, etc.
Un estupendo y completo trabajo sobre el tema es [41].

Valores propios y dominios isoespectrales.
Comentemos a continuacion algunos aspectos relaciona-
dos con las series de Fourier, valores propios, dominios
isoespectrales, etc. Veremos como se entremezclan de
manera armoniosa problemas de anélisis y de geometria.

Como hemos mencionado con anterioridad, el interés
de Fourier por desarrollos de la forma (2.4) estuvo mo-
tivado por la aplicacién del método de separaciéon de
variables al problema (3.1). Mas precisamente, si se bus-
can soluciones elementales de (3.1) de la forma u(z,t) =
X (z)P(t), ello origina el problema de valores propios
(4.7)

X"(x)+ XX (z) =0, z € (0,7), X(0) =X(m) =0,

Es conocido que (4.7) tiene solucién no trivial si y so-
lamente si A € {n? n € IN}. Ademds, si A = n?, para
algin n natural, el conjunto de soluciones de (4.7) es
un espacio vectorial real de dimensiéon uno engendrado
por la funcién sen(nx). Estos resultados son tan precisos
porque (4.7) es una ecuacién con coeficientes constantes,
que se sabe resolver. Pero para el problema de la pro-
pagaciéon del calor, las condiciones de contorno que se
consideran pueden ser mucho més generales que las es-
tablecidas en (3.1). De hecho, desde el punto de vista
de las aplicaciones, tienen gran interés condiciones de
contorno tales como

au(0,t) + agu, (0, 1)
t

—0, >0,
ﬁlu(ﬂ-at) + ﬁ2ux(7r7 ) = 07 t > 07
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donde u, indica la derivada parcial respecto de la varia-
ble z v aq, as, B1, B2 son numeros reales dados. Incluso,
las condiciones del cuerpo donde se propaga el calor no
tienen que ser necesariamente uniformes. Si se aplica el
método de separacion de variables a este tipo de situa-
ciones nos aparece la posibilidad de desarrollos en serie
mucho més generales. La dificultad estriba en que las
ecuaciones resultantes no tienen coeficientes constantes
y por tanto los valores propios no se pueden calcular
explicitamente. Pues para eso estan los matematicos,
aunque quizas no se hubieran planteado estos proble-
mas sin la ayuda de los fisicos. A este respecto, la teoria
de problemas de contorno del tipo Sturm-Liouville pro-
porciona, de manera bastante general, bases del espacio
L?*(a,b) (el espacio de funciones de cuadrado integra-
ble en el sentido de Lebesgue) que pueden usarse en los
problemas a estudiar. Estas ideas fueron desarrolladas,
en el siglo XIX (concretamente entre 1829 y 1837) por
Sturm, profesor de Mecénica en la Sorbona y por Liou-
ville, profesor de matematicas en el College de Francia.
Con la ayuda del lenguaje de hoy en dia, sus resultados
pueden resumirse de la forma siguiente: consideremos un
problema de contorno de la forma (A es un pardmetro
real):

d dx(t)

SUp0 " 1+ (= g(0)a(t) =0, € o,
a1z(a) + agz’(a) =0

Brx(b) + B22'(b) = 0,

donde suponemos las siguientes hipotesis:

1) p € CY([a,b],R); ademéds p(t) > 0, V¢ € [a,b]; q €
C([a,b], R).

3) ai,ag, 1 y (2 son numeros reales dados tales que
1| + |az[ > 0y |Bi| + |B2] > 0.

(4.8)
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Sturm y Liouville demostraron:
a) Cualquier valor propio de (4.8) es de multiplicidad 1.
b) Cualquier par de funciones propias x e y, asociadas
respectivamente a valores propios distintos A y g, son
ortogonales, es decir,

/bx(t)y(t) dt =0

c) El conjunto de valores propios de (4.8) es infinito
numerable. El sistema ortonormal de funciones propias
asociado {¢,, n € IN}, es una base de L?*(a,b).

d) Sea g € C?[a,b] cualquier funcién satisfaciendo las
condiciones de contorno dadas en (4.8). Entonces

o0

9(t) = > (9, 6n)du(t), V1 € [a,0]

n=1

donde la serie converge de manera absoluta y uniforme
en [a,b] ((,) indica el producto escalar usual de funcio-
nes).

Una de las maneras més bonitas y sencillas de probar
los resultados de Sturm y Liouville es usando el con-
cepto de funcion de Green. Ello permite transformar
(4.8) en una ecuacién integral equivalente y trabajar, a
partir de ahi, con operadores integrales. De esta forma
van surgiendo de manera natural una serie de propieda-
des que, puestas de manera abstracta, dan lugar a los
conceptos e ideas fundamentales de la teoria de opera-
dores compactos y autoadjuntos. Esta teoria, debida en
gran parte a Fredholm y Hilbert, tuvo su origen a fi-
nales del siglo XIX ([42]) y principios del XX y propor-
ciond muchas ideas claves para el nacimiento del andlisis
funcional. Permite generalizar de manera destacada la
teoria de los desarrollos de Fourier, y legitima el uso
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de métodos analogos en problemas aparentemente muy
diferentes de los aqui considerados. Por ejemplo, si es-
tamos tratando el problema de la conduccion del calor
en un dominio (conjunto conexo y abierto) acotado) Q2
de IR? en lugar de en una varilla unidimensional como
en (3.1), tendriamos el problema

Agu(e, ) = @“g‘;’ D (e1)eax(0,1),
(4.9) u(w,t) =0, ¥ (1) € 9 x [0,T7,

u(r,0) = f(x), Ve,

siendo A, el operador laplaciano con respecto a x =
(21, T2, 23) € IR?. Por su parte, 02 indica la frontera del
conjunto €.

Por su parte, si estamos tratando el problema de la
vibracién de una membrana n—dimensional que esta fija
en su borde, tendriamos el problema

0?u(z,t)

, (1) € 2 x(0,T),
7t :O7v ,t € 00 O,T,
a  ME0=0V@OemepT
u(z,0) = f(z), V2 €Q,
_augi,o) =g(x), V2 €Q,

donde f y g expresan, respectivamente, la posicién ini-
cial y velocidad inicial de la membrana. No cabe nin-
guna duda de que las ecuaciones (4.9), (4.10), junto con
la llamada ecuacion de Laplace

Au(z) =0, x € Q,
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que aparece al estudiar soluciones estacionarias de los
problemas anteriores, constituyen el corazén de la fisica
matematica clésica.

La aplicacion del método de separaciéon de variables
al problema (4.10), origina, en lugar de (4.7), que es
un problema de ecuaciones diferenciales ordinarias, el
problema

(4.11) AX(2)+AX(z) =0, 2 € Q; X(x) =0, z € 0.

Ahora puede aplicarse la teoria espectral de operado-
res compactos y autoadjuntos ([10]) para demostrar que
el conjunto de valores propios de (4.11) es infinito nume-
rable y que el conjunto de funciones propias asociadas,
convenientemente ortonormalizadas, {X,,(z), n € IN},
forma una base del espacio L*(2). Esto justifica el hecho
de que la condicion inicial f se exprese como

(4.12) fla) =" anX,(x),

para coeficientes convenientes a,,. Asi, la soluciéon de
(4.9) puede buscarse de la forma

(4.13) u(a,t) = a,Py(t)X,(x),

para funciones P, convenientes. Ideas parecidas pueden
aplicarse al estudio de otros problemas de naturaleza
diferente.

Existen en la actualidad muchas cuestiones de interés
en torno al problema de valores propios (4.11), que lo
consideraremos en adelante para un dominio acotado de
IR". Una de ellas se relaciona con el conjunto de valores
propios {\,(R2), n € IN} (al que denotaremos en ade-
lante por espectro de ) y fue planteada por M. Kac en
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1966 ([37]) en un famoso articulo titulado: Can one hear
the shape of a drum?, es decir, ;se puede oir la forma
de un tambor? Previamente era conocido que otras pro-
piedades de €2, tales como el volumen y el area de la
frontera, se pueden oir, es decir, se pueden obtener a
partir del espectro ([37]).

El titulo de la conjetura anterior se relaciona clara-

mente con el problema de la membrana vibrante (4.10).
La cuestion que planted Kac es la siguiente: dos domi-
nios 1 y €y se dicen isoespectrales si tienen el mismo
espectro (la multiplicidad de los valores propios se tiene
en cuenta para esto). Entonces, jes verdad que dos
dominios isoespectrales son necesariamente isométricos?
Esta misma cuestion puede plantearse para condiciones
de contorno mas generales y para otros tipos de opera-
dores diferentes del laplaciano ([50], [45]).
En 1982, Urakawa ([52]) mostré un ejemplo de dominios
isoespectrales en IR", n > 4, que no son isométricos. En
1992, Gordon, Webb y Wolpert ([29], [30]) expusieron un
contraejemplo en IR?. Otros ejemplos més generales pue-
den verse en [6] y [17]. Ahora bien, numerosas cuestiones
en torno a esta conjetura quedan atin por resolver. Por
ejemplo, en el contraejemplo mencionado los dominios
no son convexos; entonces, jsera verdad la conjetura de
Kac para dominios convexos? Como se puede compren-
der, hay muchos problemas abiertos ain que relacionan
intimamente las series de Fourier con la geometria (véase
[3], discurso de ingreso de M. Barros en esta Academia
en el ano 2000).

Grado topolégico y coeficientes de Fourier.

Un ultimo aspecto que vamos a comentar, relacionado
con los coeficientes de Fourier, implica dos conceptos
aparentemente alejados: el grado topolégico de Brouwer
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de una aplicaciéon continua y los coeficientes de Fourier
de dicha aplicacién. Si viviésemos lo suficiente, al final
tendriamos oportunidad de comprobar que todo en ma-
tematicas esta relacionado. Pero ya ven, la reflexion de
Luis Cernuda vuelve a surgir al final del discurso.

El grado topolégico de Brouwer es la versién finito-
dimensional de la teoria del grado topoldgico, una de
las herramientas més ttiles que se han creado en el
siglo XX para estudiar problemas no lineales de na-
turaleza muy diferente. Por ejemplo, el famoso teo-
rema del punto fijo de Brouwer (y su versién en di-
mension infinita, el teorema del punto fijo de Schau-
der) es una consecuencia trivial de esta teoria, donde se
entremezclan de manera magistral técnicas topoldgicas
y analiticas. En [15] puede verse cémo el grado to-
polégico de Brouwer permite obtener extensiones, en ab-
soluto triviales, del conocido teorema de Bolzano para el
caso de un intervalo real (o rectdngulo 1—dimensional)
y del no tan conocido (yo dirfa que casi desconocido)
teorema de Poincaré-Miranda, para sistemas de n ecua-
ciones con n incognitas consideradas en un rectangulo
n—dimensional. También, problemas planteados en fisica
han desempenado un papel muy importante (como con
casi todo en matemadticas) para algunas extensiones muy
recientes del grado topoldgico a aplicaciones que no son
necesariamente continuas (véase [11]).

Volviendo al tema que nos ocupa, la relacion entre el
grado topoldgico y los coeficientes de Fourier, recorde-
mos que si By es la bola cerrada unidad de R*y g : By —
IR? es una aplicacién continua que no se anula en la fron-
tera de By, entonces su grado topolégico esta bien defi-
nido (véase, por ejemplo [21]). Denotémoslo por deg(g).
Si definimos la funcién 27— periédica h(z) = g(exp(iz)),
puede demostrarse que, si g es una funcién de clase C!,
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entonces
“+oo
(4.14) deg(g) = Y nlhnl,

donde h,, son los coeficientes de Fourier de la funcién h
respecto de la base {exp(inz), n € IN}. De hecho, (4.14)
fue probado por Brezis y Nirenberg bajo condiciones mas
generales (véase el trabajo [11]). También conjeturaron
que (4.14) deberia ser verdad para funciones continuas
g. La respuesta negativa a esta conjetura ha sido dada
por Korevaar en 1999 ([43]). No obstante, esto ha plan-
teado nuevos interrogantes como el propuesto por Brezis
con el titulo siguiente: can one hear the degree of con-
tinuous maps?, es decir, jse puede oir el grado de una
aplicacion continua? De manera mas precisa: si h y
k son dos aplicaciones continuas de la frontera de B
en si misma, con coeficientes de Fourier respectivos h,,
y ky verificando |h,| = |k,|, Vn € IN, jes verdad que
deg(h) = deg(k)? Se ha dado una respuesta positiva a
esta cuestién para funciones “algo mejores que las con-
tinuas”, incluyendo funciones “suficientemente Holder-
continuas”. Puede consultarse el reciente trabajo de
Brezis del ano 2006 ([11]) sobre este tema. Es claro
que cuestiones relacionadas con los coeficientes de Fou-
rier contintian desempenando un papel importante en la
historia de la Matemética.

5. Epilogo

No cabe duda de que la teoria de series de Fourier es
una de las creaciones mas grandes de la Historia de la
Ciencia. Ha tenido, ademas, una gran influencia en el
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nacimiento y desarrollo de numerosas técnicas y con-
ceptos matematicos. En la actualidad, la teoria de se-
ries de Fourier sigue teniendo una gran importancia y
su conocimiento es de gran utilidad en disciplinas muy
diversas como matematicas, fisica, biologia, ingenieria,
economia, etc. Tales series estan siempre presentes en
todos aquellos procesos naturales de tipo oscilatorio, de
difusion o de naturaleza periddica. Por mencionar al-
gunos, los métodos de Fourier se emplean en problemas
tan diversos como los relacionados con: el ciclo de las
manchas solares, prediccién de mareas, mejora de la ca-
lidad de las imagenes de los objetos celestes tomadas
desde el espacio, teoria de la senal, transmision de soni-
dos e imagenes, fisica de plasmas, fisica de semiconduc-
tores, acustica, sismografia, oceanografia, confeccion de
imagenes en medicina (escaner TAC), estudio del ritmo
cardiaco, andlisis quimicos, estudios de rayos X (usando
el andlisis de Fourier, los astronomos pueden estudiar
las variaciones en intensidad de las senales de rayos X
de un objeto celeste), etc.

Después de preparar este discurso, no me cabe ninguna
duda de lo que dije al comenzar: si te gustan las ma-
tematicas y la fisica, en las series de Fourier encon-
trardas ambas cosas de manera plena. Si te gusta la
ensenanza, aqui tendras una oportunidad tnica de po-
nerla en practica: las series de Fourier aunan a la per-
feccion la historia, el desarrollo de las ideas, las apli-
caciones, etc., lo que hoy en dia se llamaria, de ma-
nera tan desafortunada, “ensenanza integral.” Si te
gusta la investigacion, aqui encontraras numerosos pro-
blemas abiertos para entretenerte con ellos (jojo, no son
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faciles!). Las siguientes afirmaciones de nuestro maes-
tro Miguel de Guzman, sacadas del prélogo de mi libro
sobre series de Fourier ([14]) son muy indicativas:

“La motivacion para el estudio de las series de Fou-
rier puede provenir de fuentes diferentes, pero su his-
toria auna muchas de ellas. En ella se percibe como se
entrelazan los esfuerzos e intentos diversos de la ma-
temdtica tanto para entender mejor el universo fisico en
que estamos inmersos como para escudrinar los proble-
mas apasionantes que se derivan del examen profundo de
los instrumentos mismos que se van creando para ello
y que viene a dar lugar al desarrollo esplendoroso del
andlisis matemdtico en la actualidad. Desde el poema
matemdtico en torno a la comprension del calor (como
definic Mazwell el tratado inicial de Fourier) hasta el
desarrollo actual de la teoria de ondiculas que se mani-
fiesta tan fecundo en el mundo de las aplicaciones mds
diversas, se puede experimentar la continuidad del es-
fuerzo de los matemdticos de varios siglos”.

Me gustaria acabar con las palabras de Lord Kel-
vin, que siguen teniendo plena actualidad: “Los métodos
de Fourier no son solamente uno de los resultados mds
hermosos del andlisis moderno, sino que puede decirse
ademas que proporcionan un instrumento indispensable
en el tratamiento de casi todas las cuestiones de la fisica
actual, por reconditas que sean”.
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DISCURSO DE CONTESTACION
Manuel Barros Diaz

Académico Numerario de la Seccion de
Matematicas

Excmo. Sr. Presidente
Excmos. e Ilmos. Sres. Académicos
Senoras y Senores

Deseo, en primer lugar, expresar publicamente mi agra-
decimiento a esta Academia por el honor que me hizo
cuando me designé para presentar al Prof. Antonio
Canada Villar en el solemne acto de su ingreso en ella.

Quiero decir, a continuacion, que este privilegio es, por
un lado, muy grato por diversas razones que trataré
de exponer y, por otro lado, facil por los excepciona-
les méritos académicos y cientificos que concurren en la
persona del Prof. Canada.

El Prof. Canada estudi6 la licenciatura en Ciencias Ma-
tematicas en esta Universidad, creo que pertenece a la
12 promocién (entre los cursos 1974-75 y 1978-79). En
aquellos tiempos los estudios de Matematicas en la Uni-
versidad de Granada empezaron a ser distintos de como
eran en sus inicios. Estaba naciendo un nuevo concepto
de Profesionalidad en la Universidad. Los Profesores,
con dedicacién exclusiva, ademéds de realizar su activi-
dad docente, empezaron a tener inquietudes investiga-
doras. Se empezaron a defender las primeras tesis docto-
rales en Matematicas. En este sentido podriamos decir
que el Prof. Canada pertenece, en cuanto a sus estudios
de licenciatura, a la segunda etapa de la de Matematicas.
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A finales de 1976, yo me doctoré en esta Universidad y
después de realizar una estancia pos-doctoral, en Paris
VI, volvi a Granada para ocupar, de manera interina,
una Agregaduria de Geometria V (Diferencial). Tuve
la suerte de tener entre mis estudiantes a aquel adoles-
cente de Torredonjimeno (por entonces era ya un joven)
que sonaba con la ensenanza y en particular con la de
la Matematica. Creo que le tuve, como estudiante, en
un curso sobre Geometria Diferencial de variedades y
permitanme que les confiese que con estudiantes como
Antonio, la docencia universitaria es maravillosa. Esta
idea era compartida por todos los profesores de Antonio
(entonces, y a pesar de que existian los mismos Depar-
tamentos que ahora, la convivencia, entre los profesores
que formabamos el Claustro de Matematicas, era mas
estrecha por razones obvias).

Antonio Canada era un estudiante brillante y profundo.
Era riguroso e intuitivo y, lo més importante, su mente
poseia un extraordinario equilibrio entre el rigor y la in-
tuicién. Permitidme una licencia a modo de segunda
confesion, ésta creo que no la conoce ni el propio Anto-
nio: recuerdo que sufri una pequena frustraciéon cuando
supe que no iba a estudiar Geometria. Antonio hubiera
sido un excelente geémetra. Realmente, y puesto que
yo creo que nacié para ser matematico, hubiera desta-
cado en cualquier rama de la Matematica. Sin embargo,
como nos ha confesado en su discurso, al ingresar en la
Universidad estaba dudando entre estudiar matematica
o fisica. La conclusion silogistica es clara: deberia de-
dicarse a la geometria diferencial (de ahi mi esperanza)
o bien hacerlo al andlisis matematico pero no a cual-
quier tipo de andlisis matematico sino a las ecuaciones
diferenciales. No obstante, las ecuaciones diferenciales
son esenciales tanto en geometria diferencial como en
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fisica. Ademas, éstas ofrecen motivaciones excelentes
para aquellas de tal modo que seria francamente abu-
rrido hacer ecuaciones sin contar con la geometria y la
fisica. Deseo, a estas alturas, ilustrar y enfatizar este
flujo a tres con un par de ejemplos.

e A finales del siglo XIX y en el contexto de lo
que hoy podemos mencionar como geometria di-
ferencial clasica, se puso de moda el estudio de
las superficies del espacio, con curvatura cons-
tante negativa. En este contexto y en 1880, un
matematico griego, J.N. Hazzidakis, publicé un
articulo en el Journal de Crelles. En él, prueba
que las superficies de curvatura constante nega-
tiva se corresponden (de manera uno-uno) con
las soluciones de una equacién diferencial no li-
neal e hiperbdlica. Esta ecuacién es actualmente
conocida como ecuacion de sine-Gordon y posee
una gran importancia en diversos contextos de
la fisica: teoria de campos relativista, fisica del
estado sélido, 6ptica no lineal etc. En particular,
es una ecuacion con soluciones que representan
solitones lo que la hace muy atractiva.

e Muchas veces, tanto en matemaética como en fisi-
ca, es importante explotar las simetrias de un
problema, cuando las tiene, para encontrar su so-
lucion. Esta idea se enmarca dentro de lo que se
conoce como principio de criticalidad simétri-
ca. En el contexto de las ecuaciones diferencia-
les, sobre todo cuando se corresponden con las de
campo asociadas a un determinado Lagrangiano,
no es mas que una manera de usar la geometria
para encontrar soluciones de aquellas. Este prin-
cipio ha sido usado en infinidad de ocasiones y en
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muchas de ellas de manera implicita y sin ser no-
tado. Incluso el propio H. Weyl lo us6 sin darse
cuenta cuando obtuvo la soluciéon de Schwarzs-
child para las ecuaciones de campo de Einstein.

Después de esta licencia, volvamos a la trayectoria acadé-
mica de Antonio Canada. Se licencié en junio de 1979,
con premio extraordinario, y decidid, con gran acierto,
dedicarse a las ecuaciones diferenciales. Bajo la direccién
del Prof. Pedro Martinez Amores y en esta Universidad,
realiza su tesis doctoral y la defiende en abril de 1982,
también obtuvo premio extraordinario en su doctorado.
Desde entonces, el Prof. Canada ha realizado aporta-
ciones en investigacién y docencia (también en gestion)
que demuestran la excelencia de su historial cientifico
y académico. Deseo, a continuacién, resaltar algunas
de las caracteristicas mas notables del Antonio Canada
senior.

e En estos momentos, en los que todo se evaluia,
existen unos parametros bien claros y perfecta-
mente definidos para valorar los historiales cienti-
ficos y académicos. En particular, y al menos
en las areas de ciencias experimentales, en la
valoracion de la actividad investigadora es de-
terminante la presencia de una serie amplia y
continuada de publicaciones cientificas en revis-
tas indexadas e importante factor de impacto
de acuerdo con el ”Journal Citation Reports”.
En el historial cientifico del Prof. Canada se
aprecia una serie de casi cuarenta publicaciones
cientificas en revistas excelentes y con un alto
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factor de impacto: ” Journal of Differential Equa-
tions”, ”Transactions of the American Mathe-
matical Society”, ”Journal of Functional Analy-
sis”, 7 Journal of the European Mathematical So-
ciety”, por poner algunos ejemplos. Paralela-
mente, el Prof. Canada ha liderado grupos y
equipos de investigacién a través de siete pro-
yectos de investigacién de los planes nacionales y
europeos. También ha dirigido ocho tesis docto-
rales y entre sus discipulos se encuentran impor-
tantes investigadores de esta Universidad: Rafael
Ortega, David Arcoya, José Luis Gamez, por ci-
tar a algunos. Ademads, el programa de movili-
dad del Prof. Canada es amplio, habiendo reali-
zado diversas estancias de investigacién en cen-
tros de prestigio y calidad reconocidos: Univer-
sity of Texas (en Arlington), Universita di Vene-
cia, Scuola Normale Superiore di Pisa, por citar
algunos. Ha pronunciado diversas conferencias
en seminarios y congresos (Lovaina, Politécnico
de Torino, La Sapienza etc.). Posee todos los
tramos posibles de investigacion, docencia y au-
tonémicos y recibié en 1981 el premio de inves-
tigacion de esta Academia.

Ademas de un excelente cientifico, el Prof. Cana-
da es un profesor, mejor, un maestro extraordi-
nario, se puede decir que es un enamorado de la
matematica. Su actividad docente universitaria,
ademas de amplia, estd excepcionalmente com-
plementada y cualificada. Ha realizado una en-
comiable labor divulgativa a través de articulos
que, por ahora, ha culminado en un maravilloso
libro de texto sobre las series de Fourier. Un
dato objetivo y actual para calificar de excelente
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su manera de transmitir la matemaética es su de-
licioso discurso de ingreso en esta Academia con
el que hoy nos ha agasajado.

e Antonio Canada es, ademads de un excelente cienti-
fico y un maestro excepcional, un universitario
integral. En su historial académico se aprecia
una notable labor relacionada con la gestiéon uni-
versitaria. En efecto, como ya se ha mencionado,
ha gestionado, como investigador principal, el
desarrollo de siete proyectos de investigacién ob-
tenidos en los planes nacionales y europeos. Po-
see experiencia en organizacion de actividades
de I+D. Ha sido director del Departamento de
Analisis Matematico de esta Universidad. Ha
realizado una encomiable labor editorial. Es ase-
sor cientifico y experto en activo de la ANEP,
etc.

e Excelente cientifico, maestro excepcional, uni-
versitario integral. El Prof. Canada ha reali-
zado, y lo estd haciendo, una obra a la que hay
que calificar de creadora y solidaria. Creadora
en todo el significado de la palabra y solidaria,
por toda la gente con la que se ha comprome-
tido y no ha defraudado. Posee un extraordi-
nario espiritu universitario, ha trabajado por y
para la Universidad y siempre colaborando con
colegas y dirigiendo a estudiantes.

Ilmos. Sres. Académicos, Senoras y Senores, quiero
poner de manifiesto la satisfaccion que me produce el
ingreso del Prof. Canada en esta insigne Academia.
Ademas de por sus cualidades, cientificas y humanas,
excepcionales ya resenadas, su ingreso en la Academia
viene a cubrir una de las carestias mas sangrantes que
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histéoricamente ha tenido. El nuevo académico es un
grandisimo experto en el campo de las ecuaciones dife-
renciales. Seguramente, todos estaremos de acuerdo en
admitir que esta disciplina define un (por no decir el)
camino mas corto entre la matematica pura y las otras
ciencias experimentales que tan ilustremente estan re-
presentadas en esta Academia. Las soluciones y los tra-
tamientos de muchos problemas de las distintas ciencias
experimentales se encuentran codificados en ecuaciones
diferenciales. A partir del momento en el que se propuso
al Prof. Canada para ocupar una plaza de Académico
Numerario, la Academia hizo justicia con las ecuaciones
diferenciales. Hoy, se materializa este hecho. Cuidemos
a la disciplina y también al nuevo académico que aqui
la representa.

Prof. Canada, Antonio, en nombre de la Academia, de
sus miembros y en el mio propio, te doy la bienvenida
con las mas cordiales felicitaciones.



